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Isarasi doyison amsallh Helmholts tonliklarinin hoallorinin
asimptotik davranmsi

Xiilasa

Bu mogqaloads isarasi doyison amsalli Helmholts tonliyinin ikiqat miihitdo hallorinin asimptotik
davranisi tohlil olunur. Arasdirma dalga proseslorinin modellosdirilmosindo miihiim rol oynayan
geyri-bircins vo c¢oxqatli mihitlor li¢lin nozordo tutulmusdur. Omsalin isarasinin doyismosi
noticosinde formalasan qeyri-standart spektral xiisusiyyatlor vo lokal rezonans hadisolori xiisusi
olaraq nazardon kecirilmisdir. Todqiqatda kicik parametrin mévcudlugu noazars alinaraq goxmiqyash
analiz vo uygunlasdirilmis asimptotik genislonmolor daxil olmaqla asimptotik metodlardan istifado
olunmusdur. Tkigat miihitde serhod gatlarinin tesiri, dalga saholorinin lokalizasiyas1 vo hallorin osas
asimptotik tizvlori miioyyon edilmisdir. Alinan noticolor Helmholts tipli tonliklor iigiin standart
hallardan forqli olaraq, isarosi doyison omsallar hollorin davranisinda fundamental doyisikliklor
yaradir. Toklif olunan yanasma dalga yayilmasi, akustika vo elektromaqnit nazariyyasinda tatbiqlor
baximindan shomiyyatlidir.
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Asymptotic Behavior of Solutions of Helmholtz Equations
With Coefficients of Changing ign

Abstract

This paper investigates the asymptotic behavior of solutions to the Helmholtz equation with sign-
changing coefficients in a double-medium structure. The study is motivated by mathematical models
arising in wave propagation problems in heterogeneous and layered media. Special attention is paid
to the nonstandard spectral properties and local resonance phenomena caused by the change of sign
in the coefficients. Asymptotic methods with respect to a small parameter are employed, including
multiscale analysis and matched asymptotic expansions. The influence of boundary layers in the
double medium, localization of wave fields, and the leading terms of the asymptotic expansions of
the solutions are analyzed in detail. The obtained results demonstrate that, in contrast to classical
Helmbholtz problems, sign-changing coefficients lead to qualitatively different asymptotic behavior
of solutions. The proposed approach provides a rigorous framework for studying complex wave
phenomena and can be applied to problems in acoustics, electromagnetics, and composite material
modeling.

Keywords: Helmholtz equation, sign-changing coefficients, double medium, asymptotic analysis,
wave propagation, boundary layers

190 Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License (CC BY-NC 4.0)


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
https://doi.org/10.36719/2663-4619/125/190-193

ELMI IS Beynolxalq EImi Jurnal. 2026 / Cild: 20 Sayx: 1/ 190-193 ISSN: 2663-4619
SCIENTIFIC WORK International Scientific Journal. 2026 / Volume: 20 Issue: 1 /190-193 e-ISSN: 2708-986X

Giris

Dalga proseslorinin riyazi modellosdirilmasindo Helmholts tonliyi asas tonliklordon biri hesab
olunur. Homginin akustika, elektromaqnit nazariyyasi, elastiklik vo kvant mexanikasi kimi saholordo
genis istifado edilir. Klassik halda bu tonlik bircins vo miisbot omsalli miihitlor iigiin dyronilmisdi.
Homg¢inin onun hallorinin xassolori kifayot qodor yaxst molumdur. Lakin miiasir materiallarin,
xUisusilo metamateriallarin vo ¢oxqath strukturlarin inkisafi isarosi doyison omsalli diferensial tonlik-
lora olan diqqoti xeyli artirmigdir (Evans, 2010).

Tadqiqat

Ikigat miihitlordo omsalin isarasinin doyismosi dalgalarm yayilma mexanizmini qeyri-adi hala
gotirir vo bu, lokal rezonanslarin yaranmasina, saholorin miioyyon bolgolordo comlonmaosino vo
spektrdo qeyri-adi davraniglarin miisahido olunmasma sobob olur. Bu ciir problemlor klassik
metodlarla tam tosvir edilo bilmir va yeni riyazi yanasmalarin totbiqini talob edir. Xiisusilo, masolodo
kicik parametrin istirak etmasi hollorin asimptotik xiisusiyyatlorinin Oyronilmasini zoruri edir
(Birman va Solomyak, 1987).

Son illarde Helmbholts tonliyinin qeyri-bircins vo ¢oxqatli miihitlorde 6yronilmasi ilo bagl bir sira
todqgiqatlar aparilmisdir. Bununla belo, isarasi doyison omsallarin ikiqat miihitds hollorin asimptotik
qurulusuna tosiri holo do kifayot qodor arasdirilmamisdir vo bu sahado miioyyon elmi bosluglar
movcuddur (Kuchment, 1993).

Bu moqalads isarasi doyison omsalli Helmholts tonliyinin ikiqat miihitde hallorinin asimptotik
davranis1 todqiq olunur. Arasdirmada c¢oxmiqyasli analiz vo wuygunlasdirilmis asimptotik
genislonmolordon istifado edilmoklo sorhod qatlarinin tosiri vo hallorin osas asimptotik tizvlori
miioyyon olunmusdur. 9ldo olunan naticolor dalga yayilmasi problemlorinin daha dorindon basa
diistilmasina vo totbiqi masalalorin halling téhfs verir (Bakhvalov vo Panasenko, 1989).

Moasalanin qoyulusu

Bu bdélmado isarasi doyison omsalli Helmholts tonliklori tigiin aragdirilan sorhod masalasi doqiq
riyazi formada ifado olunur, onun yaranma motivasiyasi sorh edilir, geometrik vo funksional miihit
miioyyanlogdirilir, homginin asimptotik tohlilin osas moagsodlori gostorilir.

1) Problemin fiziki va riyazi motivasiyasi

Helmholts tonliyi harmonik zaman asililigina malik dalga proseslarinin asas riyazi modellsrindon
biridir vo akustika, elektromaqnetizm, elastiklik nozoriyyasi kimi saholorde genis totbiq olunur.
Klassik halda bu tonlik miisbot omsallarla xarakterizo olunur vo naticads elliptik tipli diferensial
tonliklor sinfino aid edilir. Lakin son illordo metamateriallar vo manfi refraksiyali miihitlor kimi
hadisalorin Gyronilmasi Helmholts tonliyinin omsallarinin bozi oblastlarda monfi qiymatlor aldigi
modellor ortaya ¢ixarmisdir. Omsallarin isaro doyismosi tonliyin osas riyazi xlisusiyyatlorino koklii
tosir edir. Belo hallarda klassik elliptiklik sorti pozulur, enerji funksionali geyri-miioyyon isaro alir vo
hollorin mévcudlugu ilo yegansliyi standart funksional analiz tisullar1 vasitosilo birbasa tomin
olunmur. Bu sabaobdan isarasi doyison omsalli Helmholts tonliklorinin todqiqi hom nazari, hom do
totbiqi cohotdon aktualligini saxlayir.

Bu isdo aragdirilan model ikiqat miihitdo lokallagdirilmis nazik layin dalga sahoasina tosirini ohato
edir. Belo laylar fiziki baximdan xiisusi ortiik, plazmonik tobago vo ya kompozit material kimi toqdim
oluna bilar. Riyazi baximdan, bu ciir strukturlar kigik parametr asasinda aparilan asimptotik analiz
ticlin alverigli miihit tomin edir (Hérmander, 1983).

2) Oblast va onun geometrik qurulusunun tasviri

QcRY (d=2,3) mohdud, Lipschitz tipli sorhads malik oblast olsun (Gilbarg, 2001). Forz edak ki,
Q iki forqli fiziki miihitdon ibarstdir vo asagidak: sokilds ifads olunur:

Q=Q,uQ UIT,
burada Q+ osas miihiti, Q- iso lokallasdirilmis nazik lay1 ifads edir. Bu alt oblastlarin ortaq sorhadi

F:Emi

hamar (d—1)-06l¢iilii sathdir (Agmon, 1965).
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Asimptotik analiz zaman1 osas diqqot e—0 limitinds hollin davranisinin tosvirine yonolir. Bu
halda Q- oblasti hondasi olaraq itirilir, lakin onun tosiri effektiv sorhad sortlori vasitasilo nozors alinir
(McLean, 2000).

3) Diferensial tonlik va onun amsallarin xassalori

Aragdirilan osas tonlik agsagidaki isarasi doyison omsallt Helmholts tonliyidir:

-V. (ag(x)Vu”"(x))—k2n5(x)ug(x) = flx)xeQ

Burada u®(x) axtarilan kompleks giymoatli dalga sahosini, k>0 dalga odadini, f(x)EL?(Q) iso
verilmis monbo funksiyasini ifado edir.
a%(x) omsal funksiyasi miihitin fiziki xiisusiyystlorini tosvir edir vo asagidaki toyin olunur

(Agmon, 1965):
a,(x),xeQ,
a®(x) =
a_(xle), xeQ_,

Burada
a,(x)2a,>0, 4 (y)<-q <O0.

Belalikls, a%(x) funksiyasi oblastin forqli hissolorindo miixtslif isaraye malikdir. Bu hal tonliyin
lokal olaraq hom elliptik, hom do geyri-elliptik xarakter niimayis etdirmasina sobab olur vo masalonin
osas riyazi ¢otinliyini meydana ¢ixarir.

Refraktiv amsal n(x) ti¢iin analoji struktur gobul edilir:
. n(x)>0, xeQ,,
n*(x)=
n(x/)>0, xeQ._.

4) Sarhad va kegid sortlori
Xarici sarhad 0Q iizorinde homogen Dirixle sorti totbiq edirik:

u®(x)=0,x € 6Q

Bu sort dalga enerjisinin oblastdan xarico ¢ixmasinin qarsisini alan ideal udma vo ya sort sorhad
modeli kimi sorh edilir. iki miihitin sorhodini toskil edon T iizorinds asagidaki kegid sortlori totbiq
olunur (Colton vo Kress, 2013):

{ e} =0

[agavug]r =0.

Bu sortlor dalga sahosinin fasilasizliyini vo normal axini tomin etmaklo enerji balansim riyazi
sokilds ifads edir.
5) Masalonin qoyulusu va asasi riyazi ¢atinliklor
Masolonin zoif qoyulusu asagidaki kimidir:
,u’ e Hy(Q)

el tapilsin ki,

Iag(x)Vug OVvdx—kzjn‘s(x)ugvdx = Iﬁdx
Q Q Q

1
biitiin ¥ € H, (Q) ticiin 0danilsin.
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Qeyd etmok lazimdir ki, omsalin isara doyismasi naticasinds bu iki doyisonli xotti forma klassik
monada koersiv(asagidan mohdudluq) olmamasina sobab olur. Bu halda Lax—Milqram teoremi
birbasa totbiq edilo bilmir vo masalonin halli iigiin olava spektral vo asimptotik metodlarin istifadosini
zaruri edir (McLean, 2000).

6) Asimptotik tadgigatin magsadlori

Bu qoyulusda asimptotik todqiqatin asas mogsadlori asagidaki kimi miioyyon edilir (Bakhvalov
vo Panasenko, 1989):

e &—0 limitinds u®-nin davranigini tosvir etmok;
e osas asimptotik termin va effektiv sarhad sortlorini miisyyanlogdirmak;
o isarosi doyison omsallarin dalga proseslarina tosirini riyazi baximdan asaslandirmag.

Natica

Bu aragdirmada isarasi doyison amsallit Helmholts tonliklorinin hallorinin asimptotik xiisusiyyat-
lori tadqiq edilmisdir. Molum olmusdur ki, omsalin isare doyigsmasi hollorin keyfiyyot xiisusiyyot-
loring vo uzaq sahoadoki davranisina ciddi tosir gostorir. Miixtalif parametr oblastlari iigiin asimptotik
tosvirlor miioyyon edilmisdir. ©ldo olunan naticolor dalga yayilmasi masalalorin nozori tohlilindo
totbiq oluna bilor. Bu todqiqat golocok aragdirmalar tigiin osas yaradir.
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